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1. Opérateurs d’observation admissibles

1.1. Probléemes de Cauchy. Soit (X, || - ||) un espace de Banach et Z, U deux autre
espaces de Banach tels que Z C X densement et continument. Soient 4,, : 7 — X
G : Z — U deux opérateurs linéaires tels que A,, est un opérateur fermé.

La plupart des équations aux dérivées partielles (EDP) prennent la forme abstraite
suivante

2(t) = Anz(t), 2(0)==z, Gz(t)=0, t>0. (1.1)

Pour bien étudier ce genre de probleme, il convient de transformer cette équation avec
condition aux limites en un probleme de Cauchy de la forme

2(t) = Az(t), =z2(0) ==, t>0, (1.2)
A= (Am)|D(A); D(A) —ker GG.

Dans la suite de ce cours, nous supposons‘que Argénere un semi-groupe fortement continu
(Co-semigroupe) (T°(t))>0 dans X. Nouswous rappelons que la famille vérifie les propriétés
suivantes

TO)=1, T(t+s)=L(t)T(s), Vt,s>0,

i [7(0)0 £ 21t
De plus, selon le théoreme dé Hille-Yosida, "epérateur (A, D(A)) génere un Cp-semi-
groupe (T'(t))>0 dans X tel que | T(t)|| < Me“" pour certaines constantes M > 1 et
w € R si et seulement sifA est fexmé, D(A) est dense dans X, {ReX > w} C p(A),

I'ensemble résolvant de A, et ||R(A, A)Hfl/<
également de noter quey

ﬁ pour tout ReA > w. Il convient

R(XA) :/ e MT(t)dt, ReX > w,
0

et que

t—0

D(A) = {x € X: limw exists} :

Ag — iy L2~
t—0 t

Sur D(A) on defini une norme (de graphe)
[zl == ll=ll + [ Az]l, = € D(A).

Comme A est fermé, alors on peut montrer facilement que X; := (D(A), | - ||1) est un
espacede-Banach.
Enfa, on rappel que la solution du probleme de Cauchy (1.2) est donnée par

2(t)=Tt)x, t>0, ze€lX.
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1.2. Opérateurs admissibles d’observation. Dans ce paragraphe nous cherchons a
donner un sens au systeme d’observation suivant

(. 4) 2(t) = Az(t), =2(0) ==z, t>0,
y(t) = C=(2), t>0,
avec A engendre un Cy-semigroupe (7T°(t)):>o dans X et C': D(A) — U est un opérateur

d’observation non-borné.

Definition 1.1. Le systéme d’observation (C, A) est bien-posé si la fonction d’observation
t — y(t; ) s’etend en une fonction y(-;x) € LP([0,a],U) for tout o > 0 et pour un certain
p>1, et que
lyC; o)l ooy < Allell, Vo e X.
Notons que si la condition initiale x € D(A), alors y(t;z) = CT(t)x est bien définie
pour tout ¢ > 0, puisque le domaine D(A) est stable par le semi-groupe (7°(¢))¢>0-

Dans la suite nous donnons une condition pour que le systeme (C, A) soit bien posé.
Pour cela nous avons besoin de la définition suivante :

Definition 1.2. On dit que C € L(X;,U) est un opérateur admissible d’observation
pour A (ou juste (C,A) admissible) si pour un certain o > 0, il existe une constante
v :=7(a) > 0 telle que

/ |CT(t)x|[Pdt <AP[lz]|” (Vo € D(A)). (1.3)
0
Il faut noter que si (C, A) est admissible pour un certain « > 0, il est aussi admissible
pour tout . De plus si on pose
(Vz)(t) = CT(t)x, =z € D(A), tel0,aql,

alors d’apres l'estimagion (1.3), on a ¥ € L(X;, LP(]0,a],U)). Comme X; est dense dans
X, alors on peut étendre ¥ a une application ¥ € L(X, L*([0,a],U)) avec

Rl oaoy < vllzll, Vo e X.
Cela signifie que
y(x) = Vo = CT(-)z, x € D(A),
Uk LF ([0,+00),U), VzeX.

loc

Ainsi Uz c’est Fextension de y(-;z). On a donc montrer le résultat suivant :
Theorem 1.3. Si (C}A) est admissible alors le systéme (C, A) est bien posé.

D’autre part, pour tout A € C avec ReA > w > wp(A) (ici wo(A) est le type du semi-
groupe (Z'(t))¢>0), on a
M

(ReA —w)

ICR(X, A <

Qe
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Pour donner une représentation de la fonction d’observation y(-,x) pour z € X, nous
aurons besoin d’une extension de l'opérateur d’observation C'.

Example 1.4. Maintenant dans E, := LP([-1,0],U) on déﬁm' l’opémteur suivant
Qf=f, D@ ={fewW"(-1,0,U =0}. (1.4)
Alors @ engendre un semi-groupe fortement continu dans Ep donné par : for tout t > 0,

0, —t<6H<0,
fiE+0), —r<6<-—t

(S(®)f) (0) = {

Soit p: [—1,0] — L(U) une fonction a variations bornées et soit l'intégrale de Riemann-

Stieljest L : WhP([—1,0],U) — U,

Lf= /du @), fewhr([-1,0],U).

Alors (L, Q) est admissible. En effet soit f € D(Q),

4awﬁawww$s1f(/;qu+emamwﬂpﬁ
<ot [ [ s+ orapon
< [ [ s opatano

<Nz

avec q est le conjugué de p et v = |u|([=1,0]) (la mesure de lintervalle [—1,0] par la
mesure de Borel |u|, c¢’est la variation totale de ).

Example 1.5. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire dans un espace de Banach
X. On suppose que —A engendre un semigroup analytique dans (T'(t))>0 X. Donc les
puissances fractionnaires de A vérifies, pour tout a > 0

M
|APT ()] < 550 1> 0,80

On pose
Cs:= (AB)‘D(A) :D(A) — X.
Alors c’est facile de vérifier que pour tout 5 €0, %[ on a (C,—A) est admissible.

Definition 1.6. L’extension de Yosida de l'opérateur C : D(A) — U est l'opérateur
sutvant :

D(Cy) = {x € X: hrf CAR(\, A)x exists in U}
Caz = lim CAR(N A)x

A—400
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Comme ||AR(N, A)x — z|| — 0 quand A\ — o0, alors aussi vrai pour la norme du
graphe, [|[AR(\, A)x — z||; — 0 quand A — +o0,. Ceci implique que D(A) C D(Cy) et
Caz = Cx sur D(A). On voit maintenanant que C est bien une extension de C.

Theorem 1.7. Si (C, A) est admissible, alors on a T(t)x € D(Cy) pour presque tous
t > 0, et pour tout x € X. De plus, la fonction d’observation du systéme (C,A) est
donnee par

y(t;x) = (W) (t) = Co\T(t)z, p.p.t>0, VrelX. (1.5)

Démonstration. Soit A € p(A), et x € X. Alors

/ CICARO, AYT (1) Pt = / ICTWARO, A)e|Pdt
0 < PINRO, Al (1.6
Donc A, € p(A), et z € X, on a aussi
[CAR( ATz = ChaRlpts ATC)e gy < AINRO Al — (A

Comme AR(A, A)z — x quand A € +o0, alors (CnR(n, A)T(-)x), est une suite de Cauchy
dans LP(]0,a],U). Ainsi elle admet une sous-suite qui converge persque partout dans U.
Autrement dit CnyR(ny, A)T'(t)x converge presque pour tout ¢ > 0 quand k — co. D’ou
T(t)x € D(Cy) p-p- t > 0. Par passage a la limit dans (1.6), on a

| el <l v e )
0

Donc l'application Zx := C,\T'(+)x est linéaire bornée de X dans LP([0, o], U). Maintenant,
comme = = W sur D(A), alors par densité on aussi = = ¥ sur X. 0J

1.3. Admissibilité d’observation pour les semigroupes perturbés. Soient A :
D(A) € X — X un générateur d’un semi-groupe fortement continu (7°(t)):>o dans
X, P: D(A) € X — X un opérateur linéaire tel que (P, A) est admissible. Donc
AP = A+ P : D(A) C X — X est un générateur d’'un semi-groupe fortement continu
(TF(t))i>0 dans X tel que pour tout x € X

TP(t)x € D(Py), a.e.t>0,
/ |PAT? (s)2|Pds < &l
0

T )z = T(t)r + /tT(t — 8)P\T" (s5)xds, t>0,

avec Py est I'extension de Yosida de P pour A, voir le cours de Master [2].
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Proposition 1.8. Si (C, A) est admissible, alors for tout f € L (R, X) et tout o > 0,
il existe une constant ¢ := c¢(a) — 0 quand o > 0 independent de f telle que

loc

(T )0) = [ Tle=s)f(s)ds € DIC),
ICA(T * f)llzeo,ay) < c(@)] fllzro.a1,x)s

avec C'y est lextension de Yosida de C' pour A.

Theorem 1.9. Soit A : D(A) € X — X le générateur d’un semi-groupe fortement
continu (T'(t))e>o dans X, et P : D(A) C X — X tel que (P, A) est admissible. Alors
C:D(A) C X =Y,Y un espace de Banach, on a (C,A) admissible si et seulement si
(C, AT) est admissible. De plus les extensions de-Yosida de C' pour A et AT sont reliées

par D(Py) N D(Ca,a) C D(Ch ar) et
CA,A = CAAP Sur D(PA) N D(CA’A)

Démonstration. On suppose que (C, A) est admissible, donc pour a > 0, il existe une
constante v := y(a) > 0 telle que powr = € D(A), on a

ICTC )| o oveyy <ol
D’autre part, par (1.7) et Proposition 1.8'en a
ICT" ()l oo,y FNCTC)z + CTF PATT ()2) || 1o (o,01v)
SUCT )zl too.a1,y) + I1C(T * PATT (-)2) | o (0,01,v)
< (1 ama ]
Ainsi (C, A?) est admissible. Inversement, supposons que (C, AT) est admissible. Comme
A= AP +(=P) et (#P, AF) est admissible (voir (1.7)), on a d’apres le premier cas (C, A)

est admissible.
De plus, pour A > max(@g(A),wy(AF)) assez grand (donc A € p(A) N p(AF)), on a
RO\AEY= R(\, A) + RO\, AP)PR(), A).
Soit x € D(Pp)\Y D(Cxm)-alors on a
|CAR(\, A®)z & CAR(\, A)z|| = [|CR(A, AT)PAR(N, A)|
< [ICRM, AP PAR(A, A)z|
< ———(|PAR(\, A)z — Paa| + || Paal)).
(A—w)s
Ceci implique‘que

lim CAR\ AD)z = lim CAR(A A)z = Crz.

A—400 A—400

D’ot le resultat. UJ



2. Opérateurs admissible de controle
Dans ce chapitre X, Z et U sont des espace de Banach tel que Z C X est une injection

dense et continue.

2.1. Espaces d’extrapolations. Soit A : D(A) C X — X le générateur d’un semi-
groupe fortement continu (7'(t))>0 dans X tel que ||T(¢)|| < Me™ pour tout ¢ > 0, et
certaines constantes w € R et M > 1. On définit une nouvelle norme sur X, par

[zl == |R(B, A)zl|, zeX, feplA).
Cette norme est indépendante du choix de [, selon 1’équation de la résolvante. On pose
X | = Yll'”—l’

le complété de X pour la norme || - ||_;. Cet espace est appelé 'espace d’extrapolation. Il
est évident que nous avons les injections denses et continues suivantes

X —=> X — X_,.
Pour tout x € X et t > 0, on a
1Tzl = |R(B, AT ()| = [T(E)R(B, A)z||
< Me*'|T(t)R(B, A)z||
< Me*' ||z
Maintenant, par densité, on peut etendre (7'(¢));>0 en un semi-groupe fortement continu

(T_1(t))r>0 dans X de générateur A_; : X — X_1, I'extension de A a X. Ce semi-groupe
est appelé le semi-groupe d’extrapolation.

2.2. Controle au bord. Soit le systeme de control suivant

{2(75) = Anz(t), 2(0)==z, t>0,

Gz(t) = u(t), t>0, 1)

avec u : [0, +00) — U est la fonction de controle et les opérateurs linéaires A, et G sont
tels que
(H1) A, : Z — X est fermé et A := (A,)|p(a) avec D(A) = ker G est un générateur
d’un semi-groupe fortement continu (7'(¢));>o dans X.
(H2) G : Z — U est opérateur linéaire surjective.

Definition 2.1. Le systeme (2.1) est bien posé si pour tout u € LP(R™,U), il admet une
solution z € €(R*, X).

Lemma 2.2. Sous les conditions (H1) et (H2) on a la somme direct suivante

Z =D(A) ® ker(A — A,), A€ p(A).
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Selon le Lemme 2.2, I'inverse suivant existe
Dy = (Glraran) U = ker(A— A,), A€ p(A). (2.2)

A cause de I'équation de la résolvante, Dy ne dépend pas du choix de \ et il est appelé
I’opérateur de Dirichlet. De plus on a

D, e L(U, Z), A€ p(A).
On définit un opérateur de contrdle B par
B:=(AN—-A_1)D,:U— X,
Lemma 2.3. Sous les conditions (H1) et (H2) on a
Ap = (A_f+ BG))z.

Selon le Lemme 2.3, le probleme au bord (2:1) prend la forme distribuée suivante :

(A, B) {Z(t) = Az(t) + But); t>0,

2(0) =

Ainsi le system (2.1) est bien posé si‘étyseulement si le systeme (A, B) est bien posé.
Remarquons que la solution intégrale du systeme/(A, B) est donnée par

2(f)y=L(t)x + /0 T_1(t — s)Bu(s)ds

for tout t > 0, x € X et u &LP(R*,U). De plus z(t) € X_1, ce qui nous oblige & chercher
d’autres conditions pour fercer la solution a prendre des valeurs dans I'espace d’état X.
Pour cela, nous avons besoin.deda définition suivante :

Definition 2.4. On suppose que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées. On dit que
(A, B) est bien posé si il existe 7.2 0 tel que

D1 = / T(1 — s)Bu(s)ds € X
0

pour tout uw € LP(RTLU).

Remarque que si (A, B) est admissible, alors pour tout ¢ > 0, on a ®;u € X pour tout
u € LP(RTU). Emeflét, on suppose que il existe 7 > 0 tel que ®,u € X. Soit ¢t € (0, 7)
et pose

0, s >t.

Mﬁz{M$,sem¢



Donc on a &;,u = ¢,v € X. Maintenant, on suppose que t > 7. Alors, d’apres la relation
de chasles on a

27
Gy, u=T(7)Pru + / T_1(21 — s)Bu(s)ds

=T(7)®,u+ /T T (1 — s)Bu(t + s)ds
=T(7)P,u+ P u(r+-) € X.

Donc d’apres le premier cas, on a ®,u € X pour tout ¢ € [0,27]. De la méme fagon, on
montre que pour tout n € N, on $on,u € X, ce qui donne ®,u € X pour tout ¢ € [0, 2"7].
Ainsi ®;u € X pour tout ¢ € RT. D’autre part, on a

o, € LILP(RT,U), X), Vvt > 0.
Alors on a ainsi démontrer le résultat suivant :
Proposition 2.5. Si (A, B) est admissible, alors le systéme (2.1) est bien posé.

Soit une u : Rt — U une fonction de controle telle que sa transformée de Laplace i,
alors

Dou(N) = RO\, A_1)Ba(\) = Dya()).

Example 2.6. On conisdére le systeme suivant

v v o

8t(t9) 39“9) (t,0) € R x [1,0],

v(0,6) = ¢(9), 0 e[-1,0], (2:3)
v(t,0) = u(t), t>0,

pour 'état initiale p € LP([—1,0],U) et la fonction contréole au bord uw : RT — U. Dans
ce cas, on prend

d
—Z =X = )

Remarquons que A = A, with domain D(A) = ker G engendre le semi-groupe de transla-
tion a gauche dans X donné par

X = IP([-1,00,U), Z=W"([-1,0,,U), A,=

pour tout t > 0 et ¢ € X. Ainsi les opérateurs A, et G vérifient les conditions (H1) et
(H2). Calculons lopérateur de Dirichlet associé au systéme (2.3). Soit z € U et cherchons
un unique ¢ € ker(A — A, tel que Gp = z (p € WH([—1,0],U) avec ¢(0) =0). D’autre
part, p € ker(\ — A,,) équivalent ¢ ¢ = \p, et donc p(0) = e*p(0) = Mz, On définit

ex: U — LP([-1,0,U), z+sexz=eVz.
9



Donc Dy = ey, et donc R(\, A_1)B = e). Remarquons que la fonction
t+ 0 t+60>0
’U(t’ 9) — u( + )7 + — 7
e(t+6), t+0<0,

satsifait le systeme (2.3). Dans la suite on note cette fonction par uy(0) = v(t,0). Ainsi
on a

w(8) = (T(t)p)(6) + {““ +0). 14620,

0, t+6 <0.
On pose
(Ban) (9) = u(t+0), t+6>0,
0, t+6<0.

On a alors uy = T(t)p + Zyu. D’autre par e@.\u()\) = e)u(A) = Cf.\u()\) Par injectvité la
transformée de Laplace on a

u(t+46), t+6>0,
@) (0) = { T |
0, t+6<0.

Ce qui montre que ®u € X pour tout t > 0 et u € LP(RT,U). Donc (A, B) est admissible
et par suite le probléme au bord (2.3) est bien posé.
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3. Systémes linéaires en dimension infinie

Dans ce chapitre nous considerons un systeme linéaire avec entré et sortie de la forme

2(t) = Amz(t), =2(0)==z, t>0,
Gz(t) = u(t), t>0, (3.1)
y(t) = €=(1), t>0,

avec A, : Z — X, G : Z — U satisfont les conditions (H1) et (H2) (voir chapitre 2), et
% :Z — U un opérateur linéaire.

3.1. Systemes linéaires bien posés au sens de Salamon-Weiss. Le but de ce para-
graphe est de donner un sens au systeme entré-sortie (3.1).

Definition 3.1. Le systéme (3.1) est bien posé s’il admet une solution z € C(RT, X)) et
sa fonction d’observation y(-;x,u) admet une extension satisfaite : pour o > 0, il existe
une constante ¢ := c(a) > 0 telle que

y(s 2, u) | roano) < (2l + ull e oa,0))

pour tout (x,u) € X x L} (RT,U).

loc

Pour étudier le systeme (3.1), posons
C .= aD(A) : D(A) — U.

D’apres le chapitre 2, sous les conditions (H1) et (H2), le systéme (3.1) peut se trans-
former comme suit

2(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)==z, t>0,
y(t) = Cz(t), t>0

wno |

Dans la suite on suppose que (A, B) est admissible. La solution du systeme (A, B, C) est
donner par

2:RY = X, t2(t) =T(t)x + P,

pour tout ¢t > 0 and u € LP(R*,U) (voir le chapitre 2).
Maintenant pour étudier la fonction d’observation ¢ — y(t;z,u) pour tout z € X et

ue L (RT,U), nous avons besoin de 'espace suivant :

Wol’ﬁ(U) = {ue W'([0,a],U) : u(0) =0}, a > 0.

Il est connu que 'espace Wolﬁ(U ) est dense dans 'espace de Lebesgue LP([0,«],U). De

plus pour u € Wolf(U ), et par intégration par parties (ici sans perdre de génralitées, on
11



suppose que 0 € p(A), et donc on a B = (—A_1)Dy)

By — /0 T o(t— )(—A_1)Dyu(s)ds
= [T(t — s)Dou(s)]zzé - /0 T(t — s)Dou(s)ds
— Doult) — /0 T(t — 5) Dous)ds

= Dou(t) — R(0, A) Dyu(t) + /t T(t — s)R(0, A)Dyu(s)ds

= Dou(t) — R(0, A) (Dou(t) + /0 t T(t— 3>D0u(s)ds) .

Ainsi &,u € Z pour tout t > 0 et u € W&’tp(U). Par suite on peut écrire
y(t;v,u) = CT()x + €, (z,u) € D(A) x Wy (U).
On pose
(Fu)(t) := € Pu, t>0, ue Wolf(U).
On a alors
y(t;z,u) = CT(t)x + (Fu)(t), (x,u) € D(A) x Wol’tp(U).
)

Definition 3.2. On dit que le triplet (A, B,C) est admissible si (A, B) et (C,A) sont
admissible et que pour a > 0, il existe k := k() > 0 telle que

IFullro.cg.0) < Bllullrgoavy, Vi € WoZ(U).
On a alors le résultat suivant.
Proposition 3.3. Si (A, B,C) est admissible alors le systéme (3.1) est bien posé.

Démonstration. Let A > 0 et (x,u) € D(A) X Wolﬁ(U). Comme (C, A) est admissible alors
il existe v := y(a) > 0 tel que

ICT )2l e o010y < Vil

Donc
[y (5 2, u) || Lo o,01,0) = ICT () + Full Lo (0,010
<Azl + &llwll e o.a.0)
<c (=l + llullzro.0.0)) »
avec ¢ = max{y, k}. Ainsi le résultat suit par densité. O

L’operateur F € L(LP([0, ], U)) est appelé ['opérateur entré-sorti du systeme (A, B, C')
(ou de (3.1)).
Dans la suite nous allons définir une sous classe importante des systeme bien poés au

sens de Salamon-Weiss.
12



Definition 3.4. On supposos que (A, B,C') est admissible et soit F ['opérateur entré-sorti
associé. On dit que (A, B,C') est régulier (avec un feedthrough zéro) si la limite suivante

existe dans U :
1 T
lim— [ (F(Lg+v))(s)ds =0

T—0 T 0

pour tout vecteur constant v € U.
Le théoreme suivant suivant du a Weiss [7] est admis

Theorem 3.5. On suppose que (A, B,C) est régulier. Alors pour toute condition inintial
x € X et toute fonction de controle u € LP(RT,U), le systéme (3.1) admit une unique
solution z : RT — X telle que z(t;x,u) € D(Cy) pour presque tout t > 0. De plus la
fonction d’observation du systéme est représentée comme suit :

y(t; z,u) = Crz(t; z, u)
pour presque tout t > 0. En particulier, on a ®u € D(Cy) et (Fu)(t) = CyPyu pour

presque tout t > 0. Dana ce cas, si la transformation de Laplace u existe, alors celle de
Fu existe aussi et est donnée par

Fu(\) = CAR(\, A_1)Bi(\).

La fonction () = CAR(N, A_1)B : p(A) — L(U) est appelée la fonction de transfere
du systéme (A, B,C).

On peut montrer que la fonction transfere du systeme (A, B, C) et elle est aussi donnée
par

HON) =€Dy, A p(A).

3.2. Exemple d’un systeme de transport régulier au sens de Weiss. On considere
le systéeme suivant
v v
—(t,0) = —(t,0 0) = (0 t,0) e R* x [—1
U(0) = S0(1.0), 0(0,0) = p(6), (16) € R x [-1,0]
v(t,0) = u(t), t>0, (3.2)

u(t) = / du(0)o(t.0). £>0,

pour l'état initiale ¢ € LP([—1,0],U), la fonction controle au bord v : RT — U, et
i [—1,0] = L(U) est une fonction a variations bornées continue et nulle en 0 (donc
la variation total |u| de p qui est une mesure positive de Borel satisfait |u|([—¢,0]) — 0
quand £ — 0). Dans ce cas, on prend
d
X =L/([-1,0,U), Z=W"(-1,0,U), A, = 552X Go=p(0)
De plus on définit ¢ : Z — X par

Co= / d(O)¢(6).
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Remarquons que A = A,, with domain D(A) = ker G engendre le semi-groupe de trans-
lation a gauche dans X donné par

pour tout ¢t > 0 et ¢ € X. Ainsi les opérateurs A,, et G vérifient les conditions (H1) et
(H2). Calculons l'opérateur de Dirichlet associé au systeme (3.2). Soit z € U et cherchons
un unique ¢ € ker(A — A,,) tel que Gy = z (p € WP([—-1,0],U) avec p(0) = 0). D’autre
part, ¢ € ker(\ — A,,) équivalent & ¢’ = \p, et donc (f) = e*p(0) = e*’2. On définit

ex: U — LP([-1,01,U), z+enz=cetz.
Donc Dy = e). On pose
B:=(A—A_1)e\, Mep(A)=C.
Donc R(A, A_1)B = e). Remarquons que la fonction
>
S AN

satsifait le systeme (2.3). Dans la suite on note cette fonction par u;(6) = v(t, ). Ainsi
on a

u(t+0), t+6>0,

m@%=@ﬁ#ﬂ@+{

0, t+60<0.
On pose
u(t+06), t+6>0,
(Zu)(0) = ( ) )
0, t+6 <0.

—_

On a alors u; = T'(t)p + Zu. D’autre par @.\u()\) = e u(A) = Pu(N). Par injectvité la
transformée de Laplace on a

(Du)(6) := {“(H@), t+6>0,

0, t+6<0.

Ce qui montre que ®;u € X pour tout t > 0 et u € LP(RT,U). Donc (A, B) est admissible.
De plus si on pose C' := %|p(a), alors d’apres le chapitre 1, (C, A) est admissible. Pour
ae(0,1)etue Wolg(U), on a pour tout ¢ € [0, al,

(Fu)()]) = €] = H / du(B)u(t + 0)”
< [ ute-+ o))
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Donc, par I'inégalité de Holder, puis Fibini théoreme, on a

/Oa\|<Fu><t>|rpdtsmr<[—a oyt [ [ e+ e

< lul([—a, 0’ / |ttt + o)1Paedele)

<pultt-a.0pt [ [ uto)easde

A / [ —I)

= lpl([=ev, Ol 0,000y

Ainsi (A, B, (') est admissible. Montrons que c’est aussi un triple régulier. En effet, soit

s [ /e <>||pds)

1 1
;Tq |4l ([=75 O L+ w0 | o p0,01,07)

ug € U, alors et 7 € (0,1), alors on a

1 /0 " (F(1get))(s)ds

| /\

T

I

1 1 1
= palul (3 07 ol
2l 9D luoll —3 0.
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