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1. Opérateurs d’observation admissibles

1.1. Problèmes de Cauchy. Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et Z,U deux autre

espaces de Banach tels que Z ⊂ X densement et continument. Soient Am : Z → X

G : Z → U deux opérateurs linéaires tels que Am est un opérateur fermé.

La plupart des équations aux dérivées partielles (EDP) prennent la forme abstraite

suivante

ż(t) = Amz(t), z(0) = x, Gz(t) = 0, t > 0. (1.1)

Pour bien étudier ce genre de problème, il convient de transformer cette équation avec

condition aux limites en un problème de Cauchy de la forme

M
A

ST
E

R
M

A
SI

ż(t) = Az(t), z(0) = x, t > 0, (1.2)

avec

A := (Am)|D(A), D(A) = kerG.

Dans la suite de ce cours, nous supposons que A génère un semi-groupe fortement continu

(C0-semigroupe) (T (t))t≥0 dans X. Nous vous rappelons que la famille vérifie les propriétés

suivantes

T (0) = I, T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0,

lim
t→0
‖T (t)x− x‖ = 0.

De plus, selon le théorème de Hille-Yosida, l’opérateur (A,D(A)) génère un C0-semi-

groupe (T (t))t≥0 dans X tel que ‖T (t)‖ ≤ Meωt pour certaines constantes M ≥ 1 et

ω ∈ R si et seulement si A est fermé, D(A) est dense dans X, {Reλ > ω} ⊂ ρ(A),

l’ensemble résolvant de A, et ‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(Reλ−ω)n

pour tout Reλ > ω. Il convient

également de noter que,

R(λ,A) =

∫ ∞
0

e−λtT (t)dt, Reλ > ω,

et que

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

exists

}
,

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

.

Sur D(A) on defini une norme (de graphe)

‖x‖1 := ‖x‖+ ‖Ax‖, x ∈ D(A).

Comme A est fermé, alors on peut montrer facilement que X1 := (D(A), ‖ · ‖1) est un

espace de Banach.

Enfn, on rappel que la solution du problème de Cauchy (1.2) est donnée par

z(t) = T (t)x, t ≥ 0, x ∈ X.
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1.2. Opérateurs admissibles d’observation. Dans ce paragraphe nous cherchons à

donner un sens au système d’observation suivant

(C,A)

{
ż(t) = Az(t), z(0) = x, t ≥ 0,

y(t) = Cz(t), t ≥ 0,

P
ro

f.
S.
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avec A engendre un C0-semigroupe (T (t))t≥0 dans X et C : D(A)→ U est un opérateur

d’observation non-borné.

Definition 1.1. Le système d’observation (C,A) est bien-posé si la fonction d’observation

t 7→ y(t;x) s’etend en une fonction y(·;x) ∈ Lp([0, α], U) for tout α > 0 et pour un certain

p > 1, et que

‖y(·;x)‖Lp([0,α],U) ≤ γ‖x‖, ∀x ∈ X.

Notons que si la condition initiale x ∈ D(A), alors y(t;x) = CT (t)x est bien définie

pour tout t ≥ 0, puisque le domaine D(A) est stable par le semi-groupe (T (t))t≥0.

Dans la suite nous donnons une condition pour que le système (C,A) soit bien posé.

Pour cela nous avons besoin de la définition suivante :

Definition 1.2. On dit que C ∈ L(X1, U) est un opérateur admissible d’observation

pour A (ou juste (C,A) admissible) si pour un certain α > 0, il existe une constante

γ := γ(α) > 0 telle que∫ α

0

‖CT (t)x‖pdt ≤ γp‖x‖p (∀x ∈ D(A)). (1.3)

Il faut noter que si (C,A) est admissible pour un certain α > 0, il est aussi admissible

pour tout α. De plus si on pose

(Ψx)(t) = CT (t)x, x ∈ D(A), t ∈ [0, α],

alors d’après l’estimation (1.3), on a Ψ ∈ L(X1, L
p([0, α], U)). Comme X1 est dense dans

X, alors on peut étendre Ψ à une application Ψ̃ ∈ L(X,Lp([0, α], U)) avec

‖Ψ̃x‖Lp([0,α],U) ≤ γ‖x‖, ∀x ∈ X.

Cela signifie que

y(·;x) = Ψ̃x = CT (·)x, x ∈ D(A),

Ψ̃x ∈ Lploc([0,+∞), U), ∀x ∈ X.

Ainsi Ψ̃x c’est l’extension de y(·;x). On a donc montrer le résultat suivant :

Theorem 1.3. Si (C,A) est admissible alors le système (C,A) est bien posé.

D’autre part, pour tout λ ∈ C avec Reλ > ω > ω0(A) (ici ω0(A) est le type du semi-

groupe (T (t))t≥0), on a

‖CR(λ,A)‖ ≤ M

(Reλ− ω)
1
q

.
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Pour donner une représentation de la fonction d’observation y(·, x) pour x ∈ X, nous

aurons besoin d’une extension de l’opérateur d’observation C.

Example 1.4. Maintenant dans Ep := Lp([−1, 0], U) on défini l’opérateur suivant

Qf = f ′, D(Q) =
{
f ∈ W 1,p([−1, 0], U) : f(0) = 0

}
. (1.4)

Alors Q engendre un semi-groupe fortement continu dans Ep donné par : for tout t ≥ 0,

(S(t)f) (θ) =

{
0, −t ≤ θ ≤ 0,

f(t+ θ), −r ≤ θ ≤ −t.

Soit µ : [−1, 0]→ L(U) une fonction à variations bornées et soit l’intégrale de Riemann-

Stieljest L : W 1,p([−1, 0], U)→ U,

Lf =

∫ 0

−1

dµ(θ)f(θ), f ∈ W 1,p([−1, 0], U).

Alors (L,Q) est admissible. En effet soit f ∈ D(Q),∫ α

0

‖LS(t)f‖pds ≤
∫ α

0

(∫ −t
−1

‖f(t+ θ)‖d|µ|(θ)
)p

dt

≤ γ
p
q

∫ α

0

∫ −t
−1

‖f(t+ θ)‖pd|µ|(θ)dt

≤
∫ 0

−1

∫ −θ
0

‖f(t+ θ)‖pd|dtµ|(θ)

≤ γp‖f‖Ep

avec q est le conjugué de p et γ := |µ|([−1, 0]) (la mesure de l’intervalle [−1, 0] par la

mesure de Borel |µ|, c’est la variation totale de µ).

Example 1.5. Soit A : D(A) ⊂ X → X un opérateur linéaire dans un espace de Banach

X. On suppose que −A engendre un semigroup analytique dans (T (t))t≥0 X. Donc les

puissances fractionnaires de A vérifies, pour tout α > 0

‖AβT (t)‖ ≤ M

tβ
, t > 0, β > 0.

On pose

Cβ :=
(
Aβ
)
|D(A)

: D(A)→ X.

Alors c’est facile de vérifier que pour tout β ∈]0, 1
p
[ on a (C,−A) est admissible.

Definition 1.6. L’extension de Yosida de l’opérateur C : D(A) → U est l’opérateur

suivant :

D(CΛ) :=

{
x ∈ X : lim

λ→+∞
CλR(λ,A)x exists in U

}
CΛx := lim

λ→+∞
CλR(λ,A)x
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Comme ‖λR(λ,A)x − x‖ → 0 quand λ → +∞, alors aussi vrai pour la norme du

graphe, ‖λR(λ,A)x − x‖1 → 0 quand λ → +∞,. Ceci implique que D(A) ⊂ D(CΛ) et

CΛx = Cx sur D(A). On voit maintenanant que CΛ est bien une extension de C.

Theorem 1.7. Si (C,A) est admissible, alors on a T (t)x ∈ D(CΛ) pour presque tous

t > 0, et pour tout x ∈ X. De plus, la fonction d’observation du système (C,A) est

donnee par

y(t;x) = (Ψ̃x)(t) = CΛT (t)x, p.p. t > 0, ∀x ∈ X. (1.5)

Démonstration. Soit λ ∈ ρ(A), et x ∈ X. Alors∫ α

0

‖CλR(λ,A)T (t)x‖pdt =

∫ α

0

‖CT (t)λR(λ,A)x‖pdt

≤ γp‖λR(λ,A)x‖p. (1.6)

Donc λ, µ ∈ ρ(A), et x ∈ X, on a aussi

‖CλR(λ,A)T (·)x− CµR(µ,A)T (·)x‖Lp([0,α],U)) ≤ γ‖λR(λ,A)x− µR(µ,A)x‖.

Comme λR(λ,A)x→ x quand λ ∈ +∞, alors (CnR(n,A)T (·)x)n est une suite de Cauchy

dans Lp([0, α], U). Ainsi elle admet une sous-suite qui converge persque partout dans U .

Autrement dit CnkR(nk, A)T (t)x converge presque pour tout t > 0 quand k →∞. D’où

T (t)x ∈ D(CΛ) p.p. t > 0. Par passage a la limit dans (1.6), on a∫ α

0

‖CΛT (t)x‖pdt ≤ γp‖x‖p (∀x ∈ X).

Donc l’application Ξx := CΛT (·)x est linéaire bornée de X dans Lp([0, α], U). Maintenant,

comme Ξ = Ψ̃ sur D(A), alors par densité on aussi Ξ = Ψ̃ sur X. �

1.3. Admissibilité d’observation pour les semigroupes perturbés. Soient A :

D(A) ⊂ X → X un générateur d’un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 dans

X, P : D(A) ⊂ X → X un opérateur linéaire tel que (P,A) est admissible. Donc

AP = A + P : D(A) ⊂ X → X est un générateur d’un semi-groupe fortement continu

(T P (t))t≥0 dans X tel que pour tout x ∈ X

T p(t)x ∈ D(PΛ), a.e. t > 0,∫ α

0

‖PΛT
P (s)x‖pds ≤ cp‖x‖p,

T P (t)x = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)PΛT
P (s)xds, t ≥ 0,

(1.7)

avec PΛ est l’extension de Yosida de P pour A, voir le cours de Master [2].
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Proposition 1.8. Si (C,A) est admissible, alors for tout f ∈ Lploc(R+, X) et tout α > 0,

il existe une constant c := c(α)→ 0 quand α > 0 independent de f telle que

(T ∗ f)(t) :=

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds ∈ D(CΛ),

‖CΛ(T ∗ f)‖Lp([0,α],Y ) ≤ c(α)‖f‖Lp([0,α],X),

avec CΛ est l’extension de Yosida de C pour A.
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Theorem 1.9. Soit A : D(A) ⊂ X → X le générateur d’un semi-groupe fortement

continu (T (t))t≥0 dans X, et P : D(A) ⊂ X → X tel que (P,A) est admissible. Alors

C : D(A) ⊂ X → Y , Y un espace de Banach, on a (C,A) admissible si et seulement si

(C,AP ) est admissible. De plus les extensions de Yosida de C pour A et AP sont reliées

par D(PΛ) ∩D(CΛ,A) ⊂ D(CΛ,AP ) et

CΛ,A = CΛ,AP sur D(PΛ) ∩D(CΛ,A)

Démonstration. On suppose que (C,A) est admissible, donc pour α > 0, il existe une

constante γ := γ(α) > 0 telle que pour x ∈ D(A), on a

‖CT (·)x‖Lp([0,α],Y ) ≤ γ‖x‖.

D’autre part, par (1.7) et Proposition 1.8 on a

‖CT P (·)x‖Lp([0,α],Y ) = ‖CT (·)x+ C(T ∗ PΛT
P (·)x)‖Lp([0,α],Y )

≤ ‖CT (·)x‖Lp([0,α],Y ) + ‖C(T ∗ PΛT
P (·)x)‖Lp([0,α],Y )

≤ (1 + cα
1
q )γ‖x‖.

Ainsi (C,AP ) est admissible. Inversement, supposons que (C,AP ) est admissible. Comme

A = AP +(−P ) et (−P,AP ) est admissible (voir (1.7)), on a d’après le premier cas (C,A)

est admissible.

De plus, pour λ > max(ω0(A), ω0(AP )) assez grand (donc λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(AP )), on a

R(λ,AP ) = R(λ,A) +R(λ,AP )PR(λ,A).

Soit x ∈ D(PΛ) ∩D(CΛ,A) alors on a

‖CλR(λ,AP )x− CλR(λ,A)x‖ = ‖CR(λ,AP )PλR(λ,A)‖
≤ ‖CR(λ,AP )‖‖PλR(λ,A)x‖

≤ κ

(λ− ω)
1
q

(‖PλR(λ,A)x− PΛx‖+ ‖PΛx‖).

Ceci implique que

lim
λ→+∞

CλR(λ,AP )x = lim
λ→+∞

CλR(λ,A)x = CΛx.

D’où le rèsultat. �
6



2. Opérateurs admissible de contrôle

Dans ce chapitre X,Z et U sont des espace de Banach tel que Z ⊂ X est une injection

dense et continue.

2.1. Espaces d’extrapolations. Soit A : D(A) ⊂ X → X le générateur d’un semi-

groupe fortement continu (T (t))t≥0 dans X tel que ‖T (t)‖ ≤ Meomt pour tout t ≥ 0, et

certaines constantes ω ∈ R et M ≥ 1. On définit une nouvelle norme sur X, par

‖x‖−1 := ‖R(β,A)x‖, x ∈ X, β ∈ ρ(A).

Cette norme est indépendante du choix de β, selon l’équation de la résolvante. On pose

X−1 := X
‖·‖−1

,

le complété de X pour la norme ‖ · ‖−1. Cet espace est appelé l’espace d’extrapolation. Il

est évident que nous avons les injections denses et continues suivantes

X1 ↪→ X ↪→ X−1.

Pour tout x ∈ X et t ≥ 0, on a

‖T (t)x‖−1 = ‖R(β,A)T (t)x‖ = ‖T (t)R(β,A)x‖
≤Meωt‖T (t)R(β,A)x‖
≤Meωt‖x‖−1.

Maintenant, par densité, on peut etendre (T (t))t≥0 en un semi-groupe fortement continu

(T−1(t))t≥0 dans X−1 de générateur A−1 : X → X−1, l’extension de A à X. Ce semi-groupe

est appelé le semi-groupe d’extrapolation.

2.2. Contrôle au bord. Soit le système de control suivant{
ż(t) = Amz(t), z(0) = x, t > 0,

Gz(t) = u(t), t ≥ 0,
(2.1)

avec u : [0,+∞)→ U est la fonction de contrôle et les opérateurs linéaires Am et G sont

tels que

(H1) Am : Z → X est fermé et A := (Am)|D(A) avec D(A) = kerG est un générateur

d’un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 dans X.

(H2) G : Z → U est opérateur linéaire surjective.

Definition 2.1. Le système (2.1) est bien posé si pour tout u ∈ Lp(R+, U), il admet une

solution z ∈ C (R+, X).

Lemma 2.2. Sous les conditions (H1) et (H2) on a la somme direct suivante

Z = D(A)⊕ ker(λ− Am), λ ∈ ρ(A).
7



Selon le Lemme 2.2, l’inverse suivant existe

Dλ :=
(
G| ker(λ−Am)

)−1
: U → ker(λ− Am), λ ∈ ρ(A). (2.2)

A cause de l’équation de la résolvante, Dλ ne dépend pas du choix de λ et il est appelé

l’opérateur de Dirichlet. De plus on a

Dλ ∈ L(U,Z), λ ∈ ρ(A).

On définit un opérateur de contrôle B par

B := (λ− A−1)Dλ : U → X−1

Lemma 2.3. Sous les conditions (H1) et (H2) on a

Am = (A−1 +BG)|Z .

Selon le Lemme 2.3, le problème au bord (2.1) prend la forme distribuée suivante :

(A,B)

{
ż(t) = Az(t) +Bu(t), t ≥ 0,

z(0) = x.

Ainsi le system (2.1) est bien posé si et seulement si le système (A,B) est bien posé.
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Remarquons que la solution intégrale du système (A,B) est donnée par

z(t) = T (t)x+

∫ t

0

T−1(t− s)Bu(s)ds

for tout t ≥ 0, x ∈ X et u ∈ Lp(R+, U). De plus z(t) ∈ X−1, ce qui nous oblige à chercher

d’autres conditions pour forcer la solution à prendre des valeurs dans l’espace d’état X.

Pour cela, nous avons besoin de la définition suivante :

Definition 2.4. On suppose que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées. On dit que

(A,B) est bien posé si il existe τ > 0 tel que

Φτu :=

∫ τ

0

T (τ − s)Bu(s)ds ∈ X

pour tout u ∈ Lp(R+, U).

Remarque que si (A,B) est admissible, alors pour tout t ≥ 0, on a Φtu ∈ X pour tout

u ∈ Lp(R+, U). En effet, on suppose que il existe τ > 0 tel que Φτu ∈ X. Soit t ∈ (0, τ)

et pose

v(s) =

{
u(s), s ∈ [0, t],

0, s > t.
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Donc on a Φtu = Φτv ∈ X. Maintenant, on suppose que t > τ . Alors, d’après la relation

de chasles on a

Φ2τu = T (τ)Φτu+

∫ 2τ

τ

T−1(2τ − s)Bu(s)ds

= T (τ)Φτu+

∫ τ

0

T−1(τ − s)Bu(τ + s)ds

= T (τ)Φτu+ Φτu(τ + ·) ∈ X.

Donc d’après le premier cas, on a Φtu ∈ X pour tout t ∈ [0, 2τ ]. De la même façon, on

montre que pour tout n ∈ N, on Φ2nτu ∈ X, ce qui donne Φtu ∈ X pour tout t ∈ [0, 2nτ ].

Ainsi Φtu ∈ X pour tout t ∈ R+. D’autre part, on a

Φt ∈ L(Lp(R+, U), X), ∀t ≥ 0.

Alors on a ainsi démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.5. Si (A,B) est admissible, alors le système (2.1) est bien posé.

Soit une u : R+ → U une fonction de contrôle telle que sa transformée de Laplace û,

alors

Φ̂•u(λ) = R(λ,A−1)Bû(λ) = Dλû(λ).

Example 2.6. On conisdère le système suivant
∂v

∂t
(t, θ) =

∂v

∂θ
(t, θ), (t, θ) ∈ R+ × [−1, 0],

v(0, θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−1, 0],

v(t, 0) = u(t), t ≥ 0,

(2.3)

pour l’état initiale ϕ ∈ Lp([−1, 0], U) et la fonction contrôle au bord u : R+ → U . Dans

ce cas, on prend

X = Lp([−1, 0], U), Z = W 1,p([−1, 0], U), Am =
d

dθ
: Z → X, Gϕ = ϕ(0).

Remarquons que A = Am with domain D(A) = kerG engendre le semi-groupe de transla-

tion à gauche dans X donné par

(T (t)ϕ) (θ) =

{
0, −t ≤ θ ≤ 0,

ϕ(t+ θ), −r ≤ θ ≤ −t,

pour tout t ≥ 0 et ϕ ∈ X. Ainsi les opérateurs Am et G vérifient les conditions (H1) et

(H2). Calculons l’opérateur de Dirichlet associé au système (2.3). Soit z ∈ U et cherchons

un unique ϕ ∈ ker(λ−Am) tel que Gϕ = z (ϕ ∈ W 1,p([−1, 0], U) avec ϕ(0) = 0). D’autre

part, ϕ ∈ ker(λ− Am) équivalent à ϕ′ = λϕ, et donc ϕ(θ) = eλθϕ(0) = eλθz. On définit

eλ : U → Lp([−1, 0], U), z 7→ eλz = eλ·z.

9



Donc Dλ = eλ, et donc R(λ,A−1)B = eλ. Remarquons que la fonction

v(t, θ) =

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

ϕ(t+ θ), t+ θ ≤ 0,

satsifait le système (2.3). Dans la suite on note cette fonction par ut(θ) = v(t, θ). Ainsi

on a

ut(θ) = (T (t)ϕ)(θ) +

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0.

On pose

(Rtu)(θ) :=

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0.
.

On a alors ut = T (t)ϕ + Rtu. D’autre par R̂•u(λ) = eλû(λ) = Φ̂•u(λ). Par injectvité la

transformée de Laplace on a

(Φtu)(θ) :=

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0.
.

Ce qui montre que Φtu ∈ X pour tout t ≥ 0 et u ∈ Lp(R+, U). Donc (A,B) est admissible

et par suite le problème au bord (2.3) est bien posé.
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3. Systèmes linéaires en dimension infinie

Dans ce chapitre nous considerons un système linéaire avec entré et sortie de la forme
ż(t) = Amz(t), z(0) = x, t > 0,

Gz(t) = u(t), t ≥ 0,

y(t) = C z(t), t ≥ 0,

(3.1)

avec Am : Z → X, G : Z → U satisfont les conditions (H1) et (H2) (voir chapitre 2), et

C : Z → U un opérateur linéaire.

3.1. Systèmes linéaires bien posés au sens de Salamon-Weiss. Le but de ce para-

graphe est de donner un sens au système entré-sortie (3.1).

Definition 3.1. Le système (3.1) est bien posé s’il admet une solution z ∈ C(R+, X) et

sa fonction d’observation y(·;x, u) admet une extension satisfaite : pour α > 0, il existe

une constante c := c(α) > 0 telle que

‖y(·;x, u)‖Lp([0,α],U) ≤ c
(
‖x‖+ ‖u‖Lp([0,α],U)

)
pour tout (x, u) ∈ X × Lploc(R+, U).

Pour étudier le système (3.1), posons

C := C|D(A) : D(A)→ U.

D’après le chapitre 2, sous les conditions (H1) et (H2), le système (3.1) peut se trans-

former comme suit

(A,B,C)

{
ż(t) = Az(t) +Bu(t), z(0) = x, t ≥ 0,

y(t) = Cz(t), t ≥ 0.

Dans la suite on suppose que (A,B) est admissible. La solution du systèmè (A,B,C) est

donner par

z : R+ → X, t 7→ z(t) = T (t)x+ Φtu,

pour tout t ≥ 0 and u ∈ Lp(R+, U) (voir le chapitre 2).

Maintenant pour étudier la fonction d’observation t 7→ y(t;x, u) pour tout x ∈ X et

u ∈ Lploc(R+, U), nous avons besoin de l’espace suivant :

W 1,p
0,α(U) :=

{
u ∈ W 1,p([0, α], U) : u(0) = 0

}
, α > 0.

Il est connu que l’espace W 1,p
0,α(U) est dense dans l’espace de Lebesgue Lp([0, α], U). De

plus pour u ∈ W 1,p
0,t (U), et par intégration par parties (ici sans perdre de génralitées, on
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suppose que 0 ∈ ρ(A), et donc on a B = (−A−1)D0)

Φtu =

∫ t

0

T−1(t− s)(−A−1)D0u(s)ds

= [T (t− s)D0u(s)]s=ts=0 −
∫ t

0

T (t− s)D0u(s)ds

= D0u(t)−
∫ t

0

T (t− s)D0u(s)ds

= D0u(t)−R(0, A)D0u(t) +

∫ t

0

T (t− s)R(0, A)D0u̇(s)ds

= D0u(t)−R(0, A)

(
D0u(t) +

∫ t

0

T (t− s)D0u̇(s)ds

)
.

Ainsi Φtu ∈ Z pour tout t ≥ 0 et u ∈ W 1,p
0,t (U). Par suite on peut écrire

y(t;x, u) = CT (t)x+ C Φtu, (x, u) ∈ D(A)×W 1,p
0,t (U).

On pose

(Fu)(t) := C Φtu, t ≥ 0, u ∈ W 1,p
0,t (U).

On a alors

y(t;x, u) = CT (t)x+ (Fu)(t), (x, u) ∈ D(A)×W 1,p
0,t (U).

Definition 3.2. On dit que le triplet (A,B,C) est admissible si (A,B) et (C,A) sont

admissible et que pour α > 0, il existe κ := κ(α) > 0 telle que

‖Fu‖Lp([0,α],U) ≤ κ‖u‖Lp([0,α],U), ∀u ∈ W 1,p
0,α(U).

On a alors le résultat suivant.

Proposition 3.3. Si (A,B,C) est admissible alors le système (3.1) est bien posé.

Démonstration. Let λ > 0 et (x, u) ∈ D(A)×W 1,p
0,α(U). Comme (C,A) est admissible alors

il existe γ := γ(α) > 0 tel que

‖CT (·)x‖Lp([0,α],U) ≤ γ‖x‖.

Donc

‖y(·;x, u)‖Lp([0,α],U) = ‖CT (·)x+ Fu‖Lp([0,α],U)

≤ γ‖x‖+ κ‖u‖Lp([0,α],U)

≤ c
(
‖x‖+ ‖u‖Lp([0,α],U)

)
,

avec c = max{γ, κ}. Ainsi le résultat suit par densité. �

L’operateur F ∈ L(Lp([0, α], U)) est appelé l’opérateur entré-sorti du système (A,B,C)

(ou de (3.1)).

Dans la suite nous allons définir une sous classe importante des système bien poés au

sens de Salamon-Weiss.
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Definition 3.4. On supposos que (A,B,C) est admissible et soit F l’opérateur entré-sorti

associé. On dit que (A,B,C) est régulier (avec un feedthrough zéro) si la limite suivante

existe dans U :

lim
τ→0

1

τ

∫ τ

0

(F(1R+v)) (s)ds = 0

pour tout vecteur constant v ∈ U .

Le théorème suivant suivant du a Weiss [7] est admis

Theorem 3.5. On suppose que (A,B,C) est régulier. Alors pour toute condition inintial

x ∈ X et toute fonction de contrôle u ∈ Lp(R+, U), le système (3.1) admit une unique

solution z : R+ → X telle que z(t;x, u) ∈ D(CΛ) pour presque tout t > 0. De plus la

fonction d’observation du système est représentée comme suit :

y(t;x, u) = CΛz(t;x, u)

pour presque tout t > 0. En particulier, on a Φtu ∈ D(CΛ) et (Fu)(t) = CΛΦtu pour

presque tout t > 0. Dana ce cas, si la transformation de Laplace û existe, alors celle de

Fu existe aussi et est donnée par

F̂u(λ) = CΛR(λ,A−1)Bû(λ).

La fonction H (λ) = CΛR(λ,A−1)B : ρ(A) → L(U) est appelée la fonction de transfère

du système (A,B,C).

On peut montrer que la fonction transfère du système (A,B,C) et elle est aussi donnée

par

H (λ) = CDλ, λ ∈ ρ(A).

3.2. Exemple d’un système de transport régulier au sens de Weiss. On considère

le système suivant
∂v

∂t
(t, θ) =

∂v

∂θ
(t, θ), v(0, θ) = ϕ(θ), (t, θ) ∈ R+ × [−1, 0],

v(t, 0) = u(t), t ≥ 0,

y(t) =

∫ 0

−1

dµ(θ)v(t, θ), t ≥ 0,

(3.2)

pour l’état initiale ϕ ∈ Lp([−1, 0], U), la fonction contrôle au bord u : R+ → U , et

µ : [−1, 0] → L(U) est une fonction à variations bornées continue et nulle en 0 (donc

la variation total |µ| de µ qui est une mesure positive de Borel satisfait |µ|([−ε, 0]) → 0

quand ε→ 0). Dans ce cas, on prend

X = Lp([−1, 0], U), Z = W 1,p([−1, 0], U), Am =
d

dθ
: Z → X, Gϕ = ϕ(0).

De plus on définit C : Z → X par

Cϕ =

∫ 0

−1

dµ(θ)ϕ(θ).

13



Remarquons que A = Am with domain D(A) = kerG engendre le semi-groupe de trans-

lation à gauche dans X donné par

(T (t)ϕ) (θ) =

{
0, −t ≤ θ ≤ 0,

ϕ(t+ θ), −r ≤ θ ≤ −t,

pour tout t ≥ 0 et ϕ ∈ X. Ainsi les opérateurs Am et G vérifient les conditions (H1) et

(H2). Calculons l’opérateur de Dirichlet associé au système (3.2). Soit z ∈ U et cherchons

un unique ϕ ∈ ker(λ−Am) tel que Gϕ = z (ϕ ∈ W 1,p([−1, 0], U) avec ϕ(0) = 0). D’autre

part, ϕ ∈ ker(λ− Am) équivalent à ϕ′ = λϕ, et donc ϕ(θ) = eλθϕ(0) = eλθz. On définit

eλ : U → Lp([−1, 0], U), z 7→ eλz = eλ·z.

Donc Dλ = eλ. On pose

B := (λ− A−1)eλ, λ ∈ ρ(A) = C.

Donc R(λ,A−1)B = eλ. Remarquons que la fonction

v(t, θ) =

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

ϕ(t+ θ), t+ θ ≤ 0,

satsifait le système (2.3). Dans la suite on note cette fonction par ut(θ) = v(t, θ). Ainsi

on a

ut(θ) = (T (t)ϕ)(θ) +

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0.

On pose

(Rtu)(θ) :=

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0.
.

On a alors ut = T (t)ϕ + Rtu. D’autre par R̂•u(λ) = eλû(λ) = Φ̂•u(λ). Par injectvité la

transformée de Laplace on a

(Φtu)(θ) :=

{
u(t+ θ), t+ θ ≥ 0,

0, t+ θ ≤ 0.
.

Ce qui montre que Φtu ∈ X pour tout t ≥ 0 et u ∈ Lp(R+, U). Donc (A,B) est admissible.

De plus si on pose C := C|D(A), alors d’après le chapitre 1, (C,A) est admissible. Pour

α ∈ (0, 1) et u ∈ W 1,p
0,α(U), on a pour tout t ∈ [0, α],

‖(Fu)(t)‖ = ‖C Φtu‖ =

∥∥∥∥∫ 0

−t
dµ(θ)u(t+ θ)

∥∥∥∥
≤
∫ 0

−t
‖u(t+ θ)‖d|µ|(θ).

14



Donc, par l’inégalité de Hölder, puis Fibini théorème, on a∫ α

0

‖(Fu)(t)‖pdt ≤ |µ|([−α, 0])
p
q

∫ α

0

∫ 0

−t
‖u(t+ θ)‖pd|µ|(θ)dt

≤ |µ|([−α, 0])
p
q

∫ 0

−α

∫ α

−θ
‖u(t+ θ)‖pdtd|µ|(θ)

≤ |µ|([−α, 0])
p
q

∫ 0

−α

∫ α+θ

0

‖u(σ)‖pdσd|µ|(θ)

≤ |µ|([−α, 0])
p
q

∫ 0

−α
‖u‖pLp([0,α],U)d|µ|(θ)

= |µ|([−α, 0])p‖u‖pLp([0,α],U).

M
A

ST
E

R
M

A
SI

Ainsi (A,B,C) est admissible. Montrons que c’est aussi un triple régulier. En effet, soit

u0 ∈ U , alors et τ ∈ (0, 1), alors on a∥∥∥∥1

τ

∫ τ

0

(F(1R+u0))(s)ds

∥∥∥∥ ≤ 1

τ
τ

1
q

(∫ τ

0

‖(F(1R+u0))(s)‖pds
) 1

p

≤ 1

τ
τ

1
q |µ|([−τ, 0])‖1R+u0‖Lp([0,α],U)

=
1

τ
τ

1
q |µ|([−τ, 0])τ

1
p‖u0‖U

= |µ|([−τ, 0])‖u0‖U −→
τ→0

0.
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